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Beitrag zur Phanomenologie der fluidmechanischen Wirbelspirale
Mi. Dienst, Berlin im Winter 2013/14

Nach der Tragfligeltheorie (Satz von Kutta-Joukowski) hangt die Auftriebskraft
einer umstromten Tragflaiche alleine von der Zirkulation ab [Schl-67].
Uberlagern sich an einem Strémungskdrper (bei einer zweidimensionalen
Modellvorstellung in der Profilebene des Stromungskorpers) ein transla-
torisches und rotatorisches Stromungsfeld, kommt es infolge der Zirkulation
um diesen Korper zu Verzogerung der Stromung auf der einen und zu einer
Beschleunigung der Stromung auf der anderen Seite. Nach der Bernoullischen
Gleichung flhrt die Beschleunigung zu einer Druckminderung, die Verzogerung
zu einer Druckerhohung. Im Falle eines Tragfllgels wird dies als Auftriebskraft
spurbar. Fir einen angestromten, endlichen Tragfligel ist die Auftriebskraft
elliptisch Uber den Auftrieb erzeugenden Korper verteilt. Infolge des
Druckgradienten kommt es am materiellen Ende der Tragflaiche zu einer
Umstromung der Tragflachenkante. Im Nachlauf der Kantenumstromung bildet
sich nun ein kompakter Wirbel aus, der in der Literatur als ,durch den
Druckgradienten induzierter Randwirbel” beschrieben wird. Der induzierte
Randwirbel bindet einen erheblichen Anteil der zur Erzeugung der
Auftriebkrafte des Systems aufgebrachten Energie. Der Wirbelzopf im Nachlauf
einer  Auftrieb  erzeugenden  Tragflache ist sehr  stabil. In
Stromungsuntersuchungen am Windkanal aber auch durch numerische
Stromungssimulationsrechnungen kann das Um-stromungsgebaren an den
Enden Auftrieb erzeugender Stromungskorper sichtbar gemacht werden. Jeder
durch das Auftriebsgebaren einer Tragfligelflache induzierter Wirbelzopf ist
idealer weise hinsichtlich seiner Geschwindigkeitsverteilung in seinem
Querschnitt kompakt und bildet ein graduelles rotatorisches Fernfeld aus.
Existieren zwei oder mehr kompakte Wirbelzépfe gleicher Drehrichtung und
ahnlicher oder (in einem ginstigen Fall) gleicher Intensitdt, beginnen die
Wirbelzopfe im Nachlauf ihres Entstehungsortes um ein gemeinsames Zentrum
zu rotieren. Ein schraubenartiges Wirbelspulengebilde entsteht. Wahrend die
Wirbelzopfe auf dem Mantel der Wirbelspule stromabwarts um eine



gemeinsame zentrale Achse rotieren bildet sich innerhalb der Wirbelspule
entlang des zentralen Stromfadens eine beschleunigte Strémung aus, die nach
aulen durch den Wirbelmantel begrenzt und gefihrt wird. Dieses als
,Wirbelspuleneffekt” bezeichnete Phanomen wurde in den 70er und 80er
Jahren des vergangenen Jahrhunderts durch messtechnische Untersuchungen
belegt (Ingo Rechenberg, Technische Universitat Berlin) und eine Theorie der
Wirbelspule entwickelt. Die Stromung innerhalb der Wirbelspule ist intensiv;
die Geschwindigkeiten konnen gegeniliber der den Wirbelspuleneffekt
hervorrufenden Fligelumstromung mehr als den dreifachen Wert annehmen.
Aus Windkanalmessungen ist bekannt, dass zu einer den Auftrieb generierende
Tragflachen der kumulierten Tragfligeltiefe t erzeugte Wirbelspule
stromabwarts eine Lange von L > 10 t hinweg stabil existiert und Uber die
gesamte Distanz einen intensiven Stromungsjet produziert. Das Geschwindig-
keitsniveau der Innenstromung kann derart ansteigen, dass aufgrund der
Druckabnahme im Jet (Bernoulli-Gleichung, Kontinuitdt) die umbhdillende
Mantelstromung implodieren kann und die den Effekt tragende Wirbelspule
ihre schraubenformige Struktur verliert.

Landsegelnde Vogel mit ihren kastenférmigen und an den Fligelenden mit
Gefiederfinger ausgestatteten Tragflachen nutzen den Wirbelspuleneffekt. Der
durch die Wirbelspule erzeugte Stromungsjet spielt zu einem gewissen Male
die zur Generierung von Auftrieb eingesetzte Energie des Landseglers wieder
ein. Rechenberg untersuchte das Auftriebsgebaren grofRer landsegelnder Végel
und postulierte den Wirbelspuleneffekt, bevor er ihn durch Experimente an
biologischen Fligeln und an technischen Auftrieb generierenden Tragflachen
nachwies. Auch Seevogel mit ihren schlanken Fligeln besitzen aufgefingerte
Tragflachenenden, wenn auch weniger ausgepragt. Ein den induzierten
Widerstand mindernder Effekt wird hier dadurch erzielt, dass die Geometrie
des Auftrieb bedingten (induzierten) Randwirbels deformiert und in seiner
Kompaktheit geschwacht wird. In ihrer technischen Ausfihrung werden diese
den Widerstand mindernden (singuldren) Anfliigel Winglets genannt und sind
Stand der rezenten Technik.

Geschwindigkeitsbeitrage im Stromungsfeld

Die zu einem Wirbelfaden gehorige Stromung ist, bis auf den Wirbelfaden
selbst wirbelfrei. Ist der Wirbelfaden gerade, entspricht dies einem
Potentialwirbel. Eine Wirbelstromung kann durch das Geschwindigkeitsfeld



beschrieben werden und eine Wirbelstromung kann durch das Wirbelfeld
beschrieben werden. Geschwindigkeitsfeld und Wirbelfeld hangen zusammen.

In Lehre und Forschung wird gelegentlich nach einer Herleitung der durch
fluidmechanische Wirbelspiralen induzierten Geschwindigkeitsbeitrage im
Stromungsfeld gefragt. Dies soll in diesem Aufsatz geschehen. In diesem
Zusammenhang taucht das aus der Feldtheorie stemmende und in der
Elektrodynamik geldufige Gesetz von Biot uind Savart auf.

Ist das Geschwindigkeitsfeld bekannt, kann man daraus das Wirbelfeld
Berechnen. Die Differentiation des Geschwindigkeitsfeldes (Bildung der
Rotation) ist das Wirbelfeld. Gleichsam kann man das Geschwindigkeitsfeld aus
dem Wirbelfeld berechnen. Die Integration des Wirbelfeldes ist das
Geschwindigkeitsfeld. Die Integration des Wirbelfeldes entspricht dem Gesetz
von Biot und Savart. Zunachst werde ich einige Begriffe und Formeln anfiihren,
die vor dem Hintergrund stromungsmechanischer Wirbelspiralen auftauchen:

Mit Zirkulation I'" bezeichnet man die Starke eines (beispielsweise um eine
Tragflache kreisenden) Wirbels, bzw. des Ringintegrals der Zirkulationsge-
schwindigkeit vr Uber die Weglange sr. Bei einem so genannten ,starren
Wirbel” herrscht eine konstante Winkelgeschwindigkeit my und an einem
beliebigen Abstand r die Tangentialgeschwindigkeit vy

Aus der Integration des Linienintegrals folgt:

Zirkulation C=vr sy [m%s?]
Zirkulationsgeschwindigkeit vr [ms™]
Weglange Sr [m]
Winkelgeschwindigkeit Ow [s™]
Tangentialgeschwindigkeit Viw = © [ms™]

Man unterscheidet weiterhin Potentialwirbel, sie besitzen einen Geschwin-
digkeitsgradient im ferneren Feld (Peripherie) und Rankine-Wirbel, die als
Superposition (Uberlagerung) von starrem Wirbel (Kern) und Potentialwirbel
(Peripherie) gesehen werden kann. Mit der Zirkulation (Ringintegral der
Zirkulationsgeschwindigkeit Uber die Wegldange s kann die Auftriebskraft Fp



eines Fligels mit der Spannweite b angegeben werden und es entsteht eine
handliche Formulierung der Zirkulation um einen Tragfliigel. Nach Kutta-
Joukowski folgt:

Auftrieb ( Lift) Fa=T-p-v-b [N] aus [m*st kg m> m s™* m], [kg m s™]
es gilt: Fa=c-A% -p- v2 [N] aus [m* kg m> m?*s? m], [kg m s”°]
es folgt: I'p-v-b=c A% -p-V

Zur Zirkulation um einen Tragfllgel:

F'=p-v-b=c-A¥% -p-V'/p-v-b=c-Av/2-b[m’s?]

Zirkulation I [m?s™]
Dichte p [kg m™]
Fluidgeschwindigkeit (Fernfeld) Y [ms™]
Fligeltiefe b [m]
Fliigelflache A [m}
Auftriebsbeiwert CL [-]
Zur Zirkulation auf einer Kreisbahn:

I = w2nr’ [m’s?]
Zirkulation | =Vr Sr [m?s™]
Winkelgeschwindigkeit ) [s™]
Infinitisimaler Winkel dp [°, rad]
Mit Ringintegral (Uber Kreis) lds =2mr [m]
Tangentialgeschwindigkeit vy =rm [ms™]

Zirkulation um Kreis: r = w27nr’ [m?s?]



Zur Untersuchung zunachst ebener und wirbelfreier Stromungen, klaren wir die
kinematischen Begriffe Wirbelstarke und Zirkulation. Die Rotation der
Geschwindigkeit v ist die Wirbelstarke €2

Q=rotv mit den Komponenten Qi = ey (Ovi)/(0x;)
Strémungen, in denen die Wirbelstirke verschwindet, heien wirbelfreie
Stromungen oder Potentialstromungen. Stromungen, in denen die
Wirbelstarke von Null verschieden ist, heiRen wirbelbehaftete Stromungen
oder Wirbelstromungen. In wirbelbehafteten Stromungen bilden die
Geschwindigkeit und die Wirbelstarke ein Vektorfeld. Die Wirbellinie im Feld
der Wirbelstarke ist eine Analogie zur Stromlinie im Geschwindigkeitsfeld. Die
Wirbellinie ist eine Kurve, die in jedem Punkt den Vektor der Wirbelstarke
tangiert. Die Zirkulation I'" ist das Kurvenintegral der Geschwindigkeit langs
einer geschlossenen Kurve im Strémungsfeld

I'=[vdx mit den Komponenten I'=[v;dx

Der Satz von Stokes besagt nun, dass das Flachenintegral der Wirbelstarke €
Uber eine Flache A ist gleich der Zirkulation I' langs ihrer Randkurve x ist. Flr
einen Volumenstrom durch eine beliebige Flache gilt immer V = [v dA. Fir
eine Zirkulation langs einer beliebigen geschlossenen Kurve gilt immer
I'=]QdA.

I'= [vdx = [QdA oder komponentenweise
I'= Jvidx= J i dA;

Satz: Die Wirbelstarke im Quellpunkt Q
im Geschwindigkeitsfeld induziert im r
Aufpunkt P (dieses Geschwindigkeits- Q

feldes) einen Teil der dortigen T
Geschwindigkeit. Die Geschwindigkeit
im Aufpunkt P ist die Summe der
Induktionswirkungen aller Quellpunkte XQ XP
des Stromungsfeldes. Quellpunkte sind




die Punkte, an denen die Wirbelstarke nicht verschwindet.

Flr einen beliebigen Punkt im dreidimensionalen Stromungsfeld ist xqo der
Vektor zu einem Quellpunkt Q und x, der Vektor zu einem Aufpunkt P. Der
Vektor r vom Quellpunkt Q zum Aufpunkt P ist damit

r=Xp—Xq

r = ((xe-Xa) +(Yp-ya) +(zp-20)*) "

Berechnen wir nun die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors vp {vyp, Vyp}
im Aufpunkt P fir den zweidimensionalen fir einen konkreten Fall. Die
Geschwindigkeit soll von einem (unendlich langen, geraden) Wirbelfaden im
Quellpunkt Q mit den Koordinaten (xq,yq) im Aufpunkt P mit den Koordinaten
(Xp,yp) induziert werden. Im Quellpunkt Q wird die Zirkulation I" angegeben.
Fir die induzierte Geschwindigkeit v =T"/2mr

Der Ortsvektor r =Xp—Xq
r = ((xe-xa)*+(yp-ya)*)"*
Geschwindigkeiten im Aufpunkt: Vip =V sin(ot) und vyp =V cos(a)

mit: sin(a) = (Yp-yo)/r und cos(a) = (Xp-Xq)/r
Vie =Vsin(a) = T (yp-yq) /27 r((XP'XQ)2+(yP'yQ)2)
Vyp =V cos(a) =T (Xp-Xq) / 270 r((Xp-Xa)*+(Yp-Ya)?)

Biot-Savart’sches Gesetz.

Ein Wirbelfaden mit der Zirkulation I" induziert eine Stromung im umgebenden
Raum mit der Geschwindigkeit v. Hierzu fihre ich eine differentielle
Betrachtung fiir eine reibungsfreie, inkompressible Stromung durch:

Wir sehen: Das gerichtete Wirbelelement der Lange ds auf dem Wirbelfaden
mit der Zirkulation I', einen beliebigen Punkt P im Raum, einen Abstandsvektor



r vom Wirbelelement ds zum Punkt P im Raum. Das Wirbelelement ds
induziert eine differentielle Geschwindigkeit dv im Punkt P.

Das Biot-Savart’sches Gesetz in differentieller
Form:

dv = (T/4m) - (ds x r)/r®

Fir den besonderen Fall, dass der Vektor r
orthonormal auf der (theoretisch unendlich
langen und geraden) Linie S des Wirbelfadens
steht und damit die Geschwindigkeit dv im
Punkt P in einem nunmehr senkrechten
Abstand zum Wirbelfaden-element induziert
wird, liefert die Integration des Biot-
Savart’schen Gesetzes aus der differentieller
Form die einfache Beziehung

v=1/2mr

die exakt mit dem Ergebnis fir einen punktuellen Wirbel in einer
zweidimensionalen Stromung Gbereinstimmt

Der Wirbelfaden der aus dem Randwirbel generiert wird, mit der Zirkulation
Zirkulation: I'=F(ca, v, t)
aus I'==%c vt kann man nun die induzierte Geschwindigkeit ermitteln:

Vinduziert = F/ZTC[ = Vz CL Vanstrém t / ZTCL = CL Vanstrém t /4711



Zur Induktionswirkung eines Wirbelfadenelements

Ziel ist nun die Beschreibung des Zusammenhangs der Geschwindigkeit v in
einem Aufpunkt P, also v(xp) des Geschwindigkeitsfeldes und der Wirbelstarke
Q(xq) in allen Quellpunkten eines Stromungsfeldes. Dazu wird ein
Wirbelrohrenelement (infinitisimal kleines Wirbelfadenelement) auf seine
Induktionswirkung auf das A
Stromungsfeld untersucht. Z

Das Fluid sei inkompressibel und das
Wirbelrohrenelement  habe die
Lange dx, den Querschnitt dA und
das Volumen dV = dA - dx. Die
Lange dx und der Querschnitt dA
sollen parallel zur Wirbelstarke £ im
Quellpunkt Q der Stréomung sein.
Letztlich  betrachte ich  eine
elementare  Vereinfachung des
Wirbelspuleneffektes auf einen
Ringwirbelfaden.

Ein Ringwirbelfaden habe eine konstante Zirkulation I'. Gesucht ist die in der
Achse des Ringwirbels induzierte Geschwindigkeit. Auf der Achse des
Ringwirbels ist aus Symmetriegriinden nur die Z-Kompo-nente der Vektors {v,p,
vyp, Vop der induzierten Geschwindigkeit v ungleich Null. Die von einem Wirbel-
fadenelement an einem beliebigen Aufpunkt im Stromungsfeld induzierte
Geschwindigkeit v ist proportional der Wirbelstarke €2 und dem Volumen des
Wirbelfadenelements also:

dv~QdVv

Die Richtung der induzierten Geschwindigkeit v steht senkrecht auf den
Vektoren Q und r

also: dav~ Q xr



Fir einen Volumenstrom durch eine beliebige Flache gilt immer V=[v dA und
langs einer beliebigen geschlossenen Kurve gilt immer I" = [ Q dA.

I'=Jvdx =JQdA

Die Geschwindigkeit, die ein Element des Ringwirbelfadens im Aufpunkt P
induziert ist gegeben mit

dv(xp,t) = (T/4 1) (dxqx 1) /1
V(xp,t) = (T/4- 1) [ (dxqx 1)/ r°

Der Beitrag dieser Geschwindigkeit zu Z-Komponente v,p des
Geschwindigkeitsvektors v ist:

dv,p =dv - cos(a)

mit cos(a) = R / (R® + 22)1/2 ist die Z-Komponente v,, des
Geschwindigkeitsvektors:

(C/4-7m)- (R/(R®+2)Y?) - (dxqx 1)/

V,p = dv - cos(a)

mit (dxq X )= r -dxq und dxq = R-dp und r=(R*+2%)"? und der
Integration Uber die Kreislinie {0 .. 27t} folgt:

v = ([/2) - (R*/(R*+2%)*?)

Damit ist eine Quantifizierung der von einer Windung einer ,Wirbelspirale”
ausgehende Geschwindigkeitsinduktion gegeben.

Identifizierte Wirbelspiralen.
In den 70er und 80er Jahren des vergangenen Jahrhunderts wurde unter
Leitung von Prof. DR. Ingo Rechenberg am Fachgebiet Bionik und



Evolutionstechnik der Technischen Universitat Berlin intensiv  das
Wirbelspulenphanomen untersucht. Neben der experimentellen Forschung an
biologischen Fliegern, insbesondere landsegelnde Vogel, wie eingangs bereits
erwadhnt, nahm die im Sinne der Bionik betriebene Ubertragung des
Wirbelspulenphanomens auf technische Systeme einen betrachtlichen Raum
der universitaren Forschung ein. Als ich Ende der 80er Mitglied der
Forschergruppe wurde, waren die grolRen Erfindungen bereits erforscht und
patentiert, man denke beispielsweise an den ,BERWIAN“, die Berliner
Windkraftanlage mit einem vielfligligen Stator zur Wirbelspulenerzeugung. In
den Folgejahren ging es uns daher eher um die Optimierung der
Wirbelspulenprozesse, dem ,Heranzlichten” leistungsfahiger Wirbelspulen-
generatoren bis in den Bereich des physikalisch Machbaren und um die
Umsetzung der Erkenntnisse in praktikable Konstruktionen auf dem Gebiet der
kleinen Windkraftanlagen vor dem Hintergrund des biologischen Vorbilds, des
aufgefingerten Flugels der landsegelnden Vogel. Es war Ubrigens auch die Zeit,
als namhafte Flugzeugbauer die Zulassung so genannte ,Winglets“ an den
Fligelenden von Serienflugzeugen erreichten. Wir haben uns an das
Erscheinungsbild leistungsstarker Segel- und Transporttragflachen gewdhnt,
wissen aber bis heute nicht genau, ob diese Winglets tatsachlich den
Wirbelspuleneffekt bedienen oder nicht. Damals, in den spaten 80ern wurde
dariiber hinaus an einer Propellertheorie auf der Grundlage des
Wirbelspulenphanomens gearbeitet, sowie an einer Wirbelspulentheorie
zweiter Ordnung, die ineinander verschrankte, konzentrische Wirbelspulen
beschreibt. Von der inzwischen ein wenig in Vergessenheit geratene Berliner
Windkraftanlage BERWIAN wurden Ubrigens einige mobile Prototypen gebaut,
in Betrieb genommen und im Freiland, beispielsweise im Kaiser Willhelm Koog
an der nordfriesischen Kiste, gefahren und untersucht. Als das wirtschaftliche
und auch das politische Interesse an kleinen Windkraftanlagen stagnierte und
schlieRlich einebbte waren auch die Tage des BERWIAN gezahlt. Wie jeder, der
eine moderne Windkraftanlage betrachtet auf den ersten Blick sieht, hat der
dreiblattrige Typ mit hoher Polzahl das Rennen gemacht. Die Vorteile des
hochdrehenden Rotors eines BERWIAN, versuchsweise mit einer VW-Kafer-
Lichtmaschine und einer Drehzahl von tiber 5000 [min™'] betrieben, werden von
einem hohen strukturellen Aufwand fiir den Stator Gberkompensiert, kdnnen
einer wirtschaftlichen Betrachtung des Konzepts nicht standhalten. Lediglich
fir Heizwindanlagen oder auf Pferdekoppeln, der BERWIAN hinterldsst keine



,Diskoeffekte”, fanden sich probate Anwendungen aber derzeit keine
Anwender und nur wir inzwischen ein wenig eingestaubten und ewig gestrigen
GrandMasters der WKA-Bewegung verspliren noch eine gewisse Hoffnung auf
Realisierung in einer vielleicht irgendwann anbrechenden Energiewendezeit.
Wir schreiben das Jahr 2013, holen unsere Fadensonde — das einfachste und
unigeniale Messinstrument zum Nachweis des Wirbelspuleneffekts — nur noch
zu musealen Fihrungen aus der Kiste flr historische Messzeuge und arbeiten
an einer numerischen Simulation der Effekte mit CFD-Methoden (Computional
Fluid Dynamics). Hier liegen unsere Hoffnungen einer nahen (Forschungs-)
Zukunft. Immerhin wissen wir das: Der Wirbelspuleneffekt findet auch im
Medium Wasser statt. Dies ldasst den Gestaltungsphantasien der Schiffs- und
Yachtdesigner Spielraume fiir zukilinftige Konstruktionen von Leit- und
Steuerflachen an Seefahrzeugen; wir sprechen beispielsweise von , Flowlets”,
den Anfligeln an Tragfligeln von Ruderblattern und Schiffsstabilisatoren
[Diel13-10],[Die13-9],[Diel3-6],[Diel13-2],[Diel1-1].

Gleichzeitig betrachten wir Bioniker in einer rezenten Forschungskampagne mit
einer gewissen Faszination und Bewunderung das ,Auftriebsgebaren” des
Ahornsamenflugs, der fur sich ebenfalls das fluidmechanische Wirbelspulen-
phanomen in einer besonders raffinierten Weise einzusetzen scheint. Hier
erwarten wir nichtstationare Effekte, von denen an anderer Stelle die Rede sein
wird. Schon vergleichsweise wissenschaftlich gesichert taucht der
Wirbelspuleneffekt als Auf- und Vortriebsphanomen archaischer , Krabben-
scherenbesegelung” polynesischer Segelkanus auf. Hier sind wir uns nahezu
einig, dass Uber den aufgefingerten Tragflligel so genannte ,generierte Jets” an
Amwindkursen Ursache sind fur die enorme Leistungsfahigkeit polynesischer
Segelkanus. Von rezenten Untersuchungen der Yacht Research Unit der
Universitat Auckland zu diesem Thema versprechen wir uns wegweisende
Erkenntnisse.

Und: dieser Tage haben wir — ganz im Sinne der an Anwendungen orientierten
Bionik — ein Surfrigg patentieren lassen, das den Wirbelspuleneffekt nach dem
Vorbild biologischer Flieger nutzt [Die-13-20]. Es herrscht also Bewegung an der
Front; und wir wiinschen uns Kritik und Widerrede an diesem Beitrag zur
Phanomenologie der fluidmechanischen Wirbelspirale.
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